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在线性代数中，映射到标量域F的线性映射具有非常重要的作用。

定义 0.1 V上的线性泛函是从V到F的线性映射。也就是说线性泛函是L騨V,F騩

中的元素。

例 0.1 1. 定义φ 騺 R3 → R为φ騨x, y, z騩 騽 騴x− 騵y 騫 騲z，则φ是R3上的

线性泛函。

2. 取定騨c1, . . . , cn騩 ∈ Fn，定义φ 騺 Fn → F为：φ騨x1, . . . , xn騩 騽 c1xx 騫

. . . cnxn，则φ是Fn上的线性泛函。

3. 定义φ 騺 P騨R騩→ R为φ騨p騩 騽 騲p
′′
騨騵騩 騫 騷p騨騴騩，则φ是P騨R騩上的线性泛函。

4. 定义φ 騺 P騨R騩→ R为φ騨p騩 騽
∫ 1

0
p騨x騩dx，则φ是P騨R騩上的线性泛函。

定义 0.2 V上的所有线性泛函构成的向量空间称为V的对偶空间，记为V
′
。

也就是说，V
′
騽 L騨V,F騩

定理 0.1 驤驩驭V
′
騽 驤驩驭V

证 我们之前 3.61 证明过：驤驩驭騨L騨V,W 騩騩 騽 騨驤驩驭V 騩騨驤驩驭W 騩。

对于这个命题因为V
′
騽 L騨V, F 騩 ，所以驤驩驭騨V

′
騩 騽 驤驩驭騨V 騩 驤驩驭騨F騩，又因

为驤驩驭F 騽 騱 .

这里V
′
是线性泛函的集合，(线性泛函都是从V到F的映射。) �

定义 0.3 设v1, . . . , vn是V的基，则v1, . . . , vn的对偶基是V
′
中的元素组ϕ1, . . . , ϕn，

其中每个ϕj都是V上的线性泛函，满足：

ϕj騨vk騩 騽

騱, k 騽 j

騰, k 6騽 j

騨騰騮騱騩

例 0.2 求Fn的标准基e1, . . . , en的对偶基。

对于騱 ≤ j ≤ n，定义ϕj是Fn上的线性泛函，满足∀騨x1, . . . , xn騩 ∈ Fn:

ϕj騨x1, . . . , xn騩 騽 xj 騨騰騮騲騩

騱



显然：

ϕj騨vk騩 騽

騱, k 騽 j

騰, k 6騽 j

騨騰騮騳騩

于是ϕ1, . . . , ϕn是Fn的标准基e1, . . . , en的对偶基。

从对偶基的定义可以看出对偶基与V的基紧密相关，由于对偶基是V
′
中满

足特定条件的线性映射，根据定义，对偶基是把V的基的各个元素映射称騱或

者騰的线性泛函的集合。注意对偶基是把V中的基映射为F中的騱而不是其他元

素，所以可以想见这个对偶基在以后有很多特殊的应用。

定理 0.2 设V是有限维的，则V的一个基的对偶基是V
′
的基。

证 还是从定义出发逐一解读这个命题的关键元素。

首先V是有限维的，说明V的维度有限。V的一个基的对偶基是V
′
中的元

素，这些元素是线性泛函，这些线性泛函把V的基映射称F中的騱或者騰，另外注

意：騱是F中的乘法单位元，騰是F中的加法零元。

所以我们假设v1, . . . , vn是V的基，则V
′
的对偶基也有n个元素，假设为ϕ1, . . . , ϕn。

我们接下来要证明ϕ1, . . . , ϕn是线性无关且张成V
′
。

为了证明ϕ1, . . . , ϕn是线性独立的，令:

騰 騽 a1ϕ1 騫 . . .騫 anϕn 騨騰騮騴騩

我们只要得到ai,∀i即可。注意上式左端的騰是对偶空间中的騰元素，是一个线性

泛函。

对上式两端我们作用于vi，显然有騰vi 騽 騰 騽 aiϕi騨vi騩 . 根据对偶基的定义，

我们有aiϕi騨vi騩 騽 ai, ajϕj騨vi騩 騽 騰,∀j 6騽 i.

所以ai 騽 騰,∀i

又因为，我们之前有驤驩驭V
′
騽 驤驩驭V。而驤驩驭 span騨ϕ1, . . . , ϕn騩 騽 n，所

以驤驩驭V
′
騽 n。

所以ϕ1, . . . , ϕn是V
′
的一组基（若V

′
是有限维的，则V

′
中每个长度为驤驩驭V

′

的线性无关向量组都是V
′
的基）。 �

定义 0.4 若T ∈ L騨V,W 騩，则T的对偶映射是线性映射T
′ ∈ L騨W ′

, V
′
騩：

对于ϕ ∈W ′
， T

′
騨ϕ騩 騽 ϕ ◦ T

注意这里的W
′
, V

′
分别是W,V上的所有线性泛函构成的向量空间，即W,V的

对偶空间。ϕ ∈W ′
表明ϕ是从W到F的线性映射。

如果T ∈ L騨V,W 騩， ϕ ∈ W
′
，那么T

′
騨ϕ騩被定义为线性映射ϕ与T的复合。

于是，由于T是从V到W的线性映射，而ϕ是从W到F的线性泛函。所以ϕ ◦ T是
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从V到F的线性泛函，即 T
′
騨ϕ騩的确是V到F的线性映射。也就是说，T

′
騨ϕ騩 ∈ V ′

验证T
′
是W

′
到V

′
的线性映射：

騱騮 若ϕ, φ ∈W ′
，则T

′
騨φ騫ϕ騩 騽 騨φ騫ϕ騩 ◦ T 騽 φ ◦ T 騫ϕ ◦ T 騽 T

′
騨φ騩 騫 T

′
騨ϕ騩

騲騮 若λ ∈ F, ϕ ∈W ′
，则T

′
騨λϕ騩 騽 騨λϕ騩 ◦ T 騽 λ騨ϕ ◦ T 騩 騽 λT

′
騨ϕ騩

在下面的例子中，
′
有两种毫不相干的意义：D

′
表示线性映射D的对偶映

射，p
′
则表示多项式p的导数。

例 0.3 定义：D 騺 P騨R騩→ P騨R騩为Dp 騽 p
′

1. 设ϕ是P騨R騩上由ϕ騨p騩 騽 p騨騳騩定义的线性泛函。则D
′
騨ϕ騩是P騨R騩上如下定

义的线性泛函：

騨D
′
騨ϕ騩騩騨p騩 騽 騨ϕ ◦D騩騨p騩 騽 ϕ騨Dp騩 騽 ϕ騨p

′
騩 騽 p

′
騨騳騩

即：D
′
騨ϕ騩是P騨R騩上将p变成p

′
騨騳騩的线性泛函。

2. 设ϕ是P騨R騩上由ϕ騨p騩 騽
∫ 1

0
p騨x騩dx定义的线性泛函。则D

′
騨ϕ騩是P騨R騩上如

下定义的线性泛函：

騨D
′
騨ϕ騩騨p騩騩 騽 騨ϕ ◦D騩騨p騩 騽 ϕ騨D騨p騩騩 騽 ϕ騨p

′
騩 騽

∫ 1

0

p
′
騨x騩dx 騽 p騨騱騩− p騨騰騩

即：D
′
騨ϕ騩是P騨R騩上将p变为p騨騱騩− p騨騰騩的线性泛函。

对偶映射的代数性质：

騱騮 对所有S, T ∈ L騨V,W 騩有騨S 騫 T 騩
′
騽 S

′
騫 T

′

騲騮 对所有λ ∈ F和所有T ∈ L騨V,W 騩，有騨λT 騩
′
騽 λT

′

騳騮 对所有T ∈ L騨U, V 騩和所有S ∈ L騨V,W 騩，有騨ST 騩
′
騽 T

′
S

′

证 对于第一条，根据对偶映射的定义 (若T ∈ L騨V,W 騩,则T的对偶映射

是线性映射T
′ ∈ L騨W ′

, V
′
騩:对于ϕ ∈W ′

, T
′
騨ϕ騩 騽 ϕ ◦ T )，对于ϕ ∈W ′

，有：

騨S
′
騫T

′
騩騨ϕ騩 騽 ϕ◦騨S騫T 騩 騽 ϕ◦S騫ϕ◦T 騽 S

′
騩騨ϕ騩騫T

′
騨ϕ騩 騽 騨S

′
騫T

′
騩騨ϕ騩 騨騰騮騵騩

对于第二条，同样根据对偶映射的定义(若T ∈ L騨V,W 騩,则T的对偶映射T
′ ∈

L騨W ′
, V

′
騩，对于ϕ ∈W ′

，有T
′
騨ϕ騩 騽 ϕ ◦ T ) ，对于ϕ ∈W ′

，有：

騨λT 騩
′
騨ϕ騩 騽 ϕ ◦ 騨λT 騩 騽 λ騨ϕ ◦ T 騩 騽 λ騨T

′
騨ϕ騩騩 騨騰騮騶騩
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对于第三条：

假设有ϕ ∈W ′
，则有：

騨ST 騩
′
騨ϕ騩 騽 ϕ ◦ ST 騽 騨ϕ ◦ S騩 ◦ T 騽 T

′
騨ϕ ◦ S騩 騽 T

′
騨S

′
騨ϕ騩騩 騽 T

′
S

′
騨ϕ騩 騨騰騮騷騩

使用对偶映射的定义推导出第一个等号，使用映射的结合性推出第二个等

号，使用对偶映射的定义推导出第三个等号，使用对偶映射的结合性对导出第

四个等号，使用映射的结合性推出第五个等号。 �
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